
Teoria degli automi e calcolabilità a.a. 2024/25
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Esercizio 1 Si minimizzi il seguente DFA

qF the only accepting state of M 0
A, letting �0(qF , a) = qG and �0(qG, a) = qG for every a 2 ⌃, and by re-

directing all edges pointing to a final state in MA to point to qF . We can then show L(M 0
A) = min(A)

as follows:

x 2 L(M 0
A) , �̂0(s, x) = qF {Def. acceptance and M 0

A}
, �̂(s, x) 2 F and for no proper prefix y of x, �̂(s, y) 2 F {Def. M 0

A}
, x 2 A and no proper prefix of x is in A {Def. acceptance}
, x 2 min(A) {Def. min(A)}

thus proving that min(A) is regular.

1.3 DFA State Minimization

11. For the deterministic automaton given below, apply the minimization algorithm of Lecture 14 to
compute the equvalence classes of the collapsing relation ⇡ defined in Lecture 13. Show clearly the
computation steps. List the equivalence classes, and apply the quotient construction to derive a
minimized automaton. Draw its graph.

a b

! q0 q0 q1

q1 q2 q3

q2 q2 q3

q3 q2 q4 F

q4 q0 q1

Solution: (incomplete) After applying the minimization algorithm we obtain that q0 ⇡ q4 and q1 ⇡ q2.
Thus we obtain the following minimized automaton (given as a table).

a b

! {q0, q4} {q0, q4} {q1, q2}
{q1, q2} {q1, q2} {q3}
{q3} {q1, q2} {q0, q4} F

12. For the deterministic automaton given below, apply the minimization algorithm of Lecture 14 to
compute the equvalence classes of the collapsing relation ⇡ defined in Lecture 13. Show clearly the
computation steps. List the equivalence classes, and apply the quotient construction to derive a
minimized automaton. Draw its graph.

a b

! q1 q3 q8

q2 F q3 q1

q3 q8 q2

q4 F q5 q6

q5 q6 q2

q6 q7 q8

q7 q6 q4

q8 q5 q8

Solution: With the minimization algorithm we establish that q1 ⇡ q6 ⇡ q8, q2 ⇡ q4 and q3 ⇡ q5 ⇡ q7.
The resulting quotient automaton, presented as a table, is:

a b

! {q1, q6, q8} {q3, q5, q7} {q1, q6, q8}
{q3, q5, q7} {q1, q6, q8} {q2, q4}

{q2, q4} F {q3, q5, q7} {q1, q6, q8}

Soluzione Inizialmente si hanno le classi {q2, q4} e {q1, q3, q5, q6, q7, q8} degli stati finali e non
finali. Leggendo b possiamo suddividere la seconda classe in {q1, q6, q8} e {q3, q5, q7}. Abbiamo
quindi le classi {q2, q4}, {q1, q6, q8} e {q3, q5, q7}. Non sono possibili ulteriori suddivisioni.

Esercizio 2 Si consideri L = {anbmck | n,m, k ≥ 1, n = m oppure m = k}.
1. Si dia una grammatica context-free che genera il linguaggio.

2. Si dia un automa a pila, se possibile deterministico, che riconosca il linguaggio (per pila
vuota), spiegando su quale idea intuitiva è basato.

Soluzione

1. Si noti che il linguaggio è l’unione di L1 = {anbnck | n, k ≥ 1} e L2 = {anbmcm | n,m ≥ 1}.
S ::= S1 | S2

S1 ::= XC
S2 ::= AY
X ::= ab | aXb
C ::= c | cC
A ::= a | aA
Y ::= bc | bY c

2. Non è possibile riconoscere L con un automa a pila deterministico, perché il linguaggio
contiene due stringhe di cui una prefisso dell’altra, per esempio abc e abcc. [manca automa
a pila]

Esercizio 3 Si definiscano come ricorsive primitive le seguenti funzioni, senza utilizzare altre
funzioni.

1. double : N → N
double(x ) = 2 · x

2. pow2 : N → N
pow2(x ) = 2x

Soluzione

1. double(Z) = Z
double(S(x )) = S(S(double(x )))

2. pow2(Z) = S(Z)
pow2(S(x )) = double(pow2(x ))



Esercizio 4 Per ognuno dei seguenti insiemi di programmi (che calcolano funzioni da N in N) si
dica se è ricorsivamente enumerabile, motivando la risposta.

1. L’insieme dei programmi che sull’input 10 restituiscono 10.

2. L’insieme dei programmi che su qualche input restituiscono 10 in meno di 10 passi.

3. L’insieme dei programmi che su nessun input restituiscono 10.

Soluzione

1. S̀ı. Infatti, basta eseguire il programma sull’input 10, e se la computazione termina con
output 10 accettare.

2. S̀ı. Infatti, basta eseguire 10 passi successivamente su tutti gli input e se su qualche input
viene restituito 10 accettare.

3. No. Infatti il complementare, ossia l’insieme dei programmi che su qualche input restitui-
scono 10, è ricorsivamente enumerabile (basta eseguire il programma su ogni input con la
tecnica a zig-zag, e se su qualche input viene restituito 10 accettare). D’altronde entrambi gli
insiemi non sono ricorsivi per il teorema di Rice in quanto estensionali e non banali, quindi
l’insieme dato non può essere ricorsivamente enumerabile per il teorema di Post.
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